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В работах [1; 2] была получена общая форма нерелятивистского волнового уравнения для 
частицы со спином 1 с учетом внешних электромагнитных полей и псевдоримановой структуры 
пространства–времени. Это нерелятивистское приближение было использовано для исследова-
ния векторной частицы на фоне плоского пространства Минковского в кулоновском поле, в по-
стоянном магнитном поле, в поле магнитного монополя [3−7], для исследования движения век-
торной частицы во внешнем магнитном поле на фоне пространств Лобачевского и Римана [8−10] 
В настоящей работе решается система уравнений, описывающих в нерелятивистском преде-
ле частицу со спином 1 в сферических координатах пространства Римана S3. Выбор геометрии 
предполагает существование только дискретных уровней энергии. 
Исходим из найденной ранее нерелятивистской системы радиальных уравнений для частицы 
со спином 1 в сферическом пространстве Римана
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где ( 1) 2,j jn = + /  j – квантовое число полного момента; r – радиус кривизны сферического 
пространства S3; r – радиальная координата, обезразмеренная делением на радиус кривизны; 
[0 ].r∈ , π  Выбирая специальным образом единицу измерения энергии 
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будем использовать безразмерный параметр ε.
Отмечаем, что за исключением случая j = 0, для всех других значений j = 1, 2, … имеем си-
стему трех зацепляющихся уравнений. В этой системе уравнений учтем следствия диагонализа-
ции оператора пространственной инверсии 
 1 2 3 1( 1) 0jP += − , Ψ = , Ψ = −Ψ ;
 3 1( 1) jP = − , Ψ = +Ψ . 
Для состояний с четностью 1( 1) jP += −  получаем уравнение для одной функции 1Ψ :
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Для состояний с другой четностью ( 1) jP = −  получаем систему из двух уравнений: 
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Анализ уравнения (1) не представляет труда (см. [11]); спектр энергии задается равенством
 22 ( 1) 0 1 2 .n j nε = + + , = , , , ...  
Система уравнений (2) более сложная. В уравнениях (2) перейдем к переменной 2cos :x r=  
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Из (3) получим уравнения 4-го порядка для функций 1Ψ  и 2Ψ :
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Для решения уравнений (4) и (5) будем использовать метод факторизации, для этого предста-
вим операторы четвертого порядка в виде произведения операторов второго порядка: 
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Сначала факторизуем оператор 1Ψ : 
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полученные алгебраические уравнения для нахождения числовых коэффициентов имеют един-
ственное решение: 
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Таким образом, подкласс решений уравнения 4-го порядка (4) может быть построен следую-
щим образом: 
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Рассмотрим уравнение 
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Получим решение уравнения (6) в гипергеометрических функциях. Для этого введем подста-
новку 1 1( ) (1 ) ( )
A Bx x x F xΨ = − : 
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При A, B, выбранных согласно 
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последнее уравнение упрощается 
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и является уравнением гипергеометрического типа с параметрами 
 1 1 11 2 1 1 2 1 2
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A B A B Aα = + + − ε + , b = + + + ε + , γ = + .
Чтобы решения были конечными в точках 0 ,r = , π  нужно требовать положительности пара-
метра B. Есть два разных решения. 
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условие квантования nα = −  дает 
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условие квантования nα = −  дает 
 II. 22 1 (2 2)n jε + = + + .  
Теперь факторизуем оператор  2Ψ : 
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получаем алгебраические уравнения для нахождения числовых коэффициентов, которые приво-
дят к единственному решению: 
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Таким образом, подкласс решений уравнения 4-го порядка (5) может быть построен следую-
щим образом: 
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Рассмотрим уравнение (7) 
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Оно решается в гипергеометрических функциях. Для этого введем подстановку 2 ( )xΨ =  
2(1 ) ( )
a bx x F x− : 
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При a, b, выбранных согласно 
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последнее уравнение упрощается 
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и является уравнением гипергеометрического типа с параметрами 
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Чтобы решения были конечными в точках 0 ,r = , π  нужно требовать положительности пара-
метра b. Есть два разных решения. 
Пусть 
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условие квантования n′α = −  дает 
 IV. 22 (2 2)n jε = + + .  
Таким образом, на основе метода факторизации построены четыре решения, им отвечают 
спектры 
 I. 22 1 (2 1)n jε + = + + ,
 II. 22 1 (2 2)n jε + = + + ,
 III. 22 (2 1)n jε = + + ,
 IV. 22 (2 2)n jε = + + .  
Спектры I и II совпадают, аналогично совпадают спектры III и IV. Однако решения, соответ-
ствующие совпадающим спектрам разные, это означает, что имеет место вырождение. 
По найденным четырем функциям I II III IV1 1 2 2   Ψ , Ψ , Ψ , Ψ  легко установить, пользуясь (3), яв-
ный вид сопутствующих им функций I II III IV2 2 1 1   Ψ , Ψ , Ψ , Ψ ,  которые также являются решениями 
уравнений 4-го порядка. Затем можно убедиться, вычисляя вронскиан для четверки решений 
I II III IV
1 1 1 1   ,Ψ , Ψ , Ψ , Ψ  что они являются линейно независимыми, и, следовательно, образуют ба-
зис системы фундаментальных решений уравнений (4). Аналогично линейно независимыми яв-
ляются и четыре решения I II III IV2 2 2 2   Ψ , Ψ , Ψ , Ψ  уравнения (5). 
Таким образом, исследована квантово-механическая система трех зацепляющихся нереляти-
вистских радиальных уравнений Паули для частицы со спином 1, полученная после разделения 
переменных, в случае пространства постоянной положительной кривизны Римана. Найдены 
спектры энергии, в явном виде построены волновые функции. 
Автор благодарна В. М. Редькову за советы и помощь в работе. Работа поддержана Белорус-
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PAULI EQUATION FOR A SPIN 1 PARTICLE IN THE SPHERICAL RIEMANN SPACE,  
EXACT SOLUTIONS
Summary
The system of nonrelativistic Pauli equations for a spin 1 particle is solved in the case of the Riemann space of constant 
positive curvature. The system of three interrelated radial equations is divided into two subsystems with the use of a space 
reflection operator: one and two equations, respectively. The first is solved in hypergeometric functions straightforwardly. 
The second subsystem gives two 4-order ordinary differential equations; they are solved with the use of the factorization 
method: energy spectra and wave functions are found.
